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Um matemitico, assim como um pintor
ou um poeta, é um construtor de padraes.
Se seus padroes sdo mais permanentes, é
porque eles sdo feitos de ideias.

—G. H. Hardy
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Um breve comentario sobre este livro

Este texto, baseado em meus estudos em Relatividade Geral (RG), tem
como objetivo fazer uma apresentagdo concisa da teoria, introduzindo todo o
minimo teérico necessario para entender as Equagdes de Campo de Einstein,
onde o texto é finalizado.

Decidi organizar este texto pois apesar de a RG ser uma teoria de funda-
mental importancia para a fisica tedrica, existem poucos textos em portugués
sobre ela, e poucos deles sdo acessiveis para o aluno de graduagdo. Assim,
neste trabalho resolvi organizar o que julgo ser o minimo tedrico para
compreender a RG e suas previsdes. Ele contém 35 capitulos, cada capitulo
consistindo de uma ideia a ser compreendida. Estas ideias sdo apresentadas
de forma bastante concisas, de forma que nenhum capitulo ultrapassa 4
péaginas. O motivo de construir o texto dessa forma é enfatizar a importan-
cia de tépicos que poderiam se perder em um capitulo comum de varias
paginas em um texto padrao.

Por fim, recomendo que vocé ndo tente aprender muitas destas ideias
(capitulos) por dia, pois isto pode ser pouco produtivo. Este conselho pode
ser ignorado no caso de algumas ideias que sdo bem curtas e ndo tomam
mais de uma folha de texto. Espero que este texto seja de grande proveito
para vocé, apresentando de forma sucinta porém satisfatéria a teoria da
relatividade geral.

Este texto, como qualquer outro, contém falhas, e eu ficaria grato que
vocé as apontasse para mim. Meu email é gabriel.ribeiro@icen.ufpa.br. Este
texto serd constantemente corrigido e eventualmente expandido. As novas
versoes sempre estardo disponiveis em meu site pessoal.


mailto:gabriel.ribeiro@icen.ufpa.br
https://gabrielpachecoribeiro.github.io/notes/

1 Principio da Covariancia Geral

O principio da covariancia geral é uma ideia fundamental para toda
a metodologia que procede o estabelecimento das equag¢des de Einstein.
Este principio se baseia na percepcdo de que uma lei da fisica deve ser
descrita de forma univoca, isto é, que sua forma ndo depende do sistema de
coordenadas escolhido. Isto quer dizer que a lei que descreve o movimento
de uma bola deve ser a mesma em qualquer sistema de coordenadas. Tal
principio tem consequéncias profundas no tipo de objeto que deve ser
utilizado para escrever leis da fisica. Veremos durante este texto que estes
objetos sdo conhecidos como tensores.



2 Convencao de Somatério

Na teoria da relatividade, o uso de somatdrios é onipresente, assim sendo,
Einstein introduziu uma notagdo que hoje é conhecida como convencgédo de
somatoério de Einstein. Esta convencdo estabelece, por exemplo, que

n
A-B=Y AB; = A'B;=A'B; + A’By + ...+ A"B, 2.1)
i=1

Ou seja, sempre existe um somatoério implicito para todos os indices que
se repetem como subscrito e sobrescrito.

Note que AiB]- ndo é um somatorio, pois os indices sdo diferentes, assim,
esta quantidade assume um valor para cada i e j, logo Cij = AiBj.

Em relatividade, tratamos de uma descricdo quadridimensional que
unifica em um mesmo sistema de coordenadas as coordenadas espaci-
ais e a temporal. E convencionado descrever o conjunto de coordenadas
de espago-tempo com indices gregos, assim, em coordenadas cartesianas,
temos que

xt = {xo, xt a2, x3} = {ct,x,y,z}

E o conjunto de coordenadas espacias é usualmente descrito por indices
latinos, assim

xl = {xl,xz, x3} ={x,vy,z}

Agora consideremos a seguinte expressao

Ry = AwB" = AyoB® + AjnB' + ApB* + A3 B (2.2)

Os indices usados nesta expressdo sdo de dois tipos. O indice v, que esta
sendo somado (ou contraido), é chamado de indice mudo, pois no processo
da soma ele é eliminado da expressdo. A letra que representa um indice
mudo pode ser trocada por qualquer outra, j& que a soma serd efetuada de
qualquer forma, e este indice ndo ird aparecer na expressao final. Isto pode
ser visto considerando



2 Convengdo de Somatorio

= A, +C, 2.3)

Onde A, = A,,B" e C,, = C,B’. Isto equivale a trocar p — v em C,,B?,
ou seja, podemos refazer este calculo como

Ry = AuwB' + CypB°
= AuB" +CyB”
= (A + Cuy) BY
— DB’ (2.4)

Onde = Dy = Ay + Cyy.

O indice y, que ndo foi somado, é o que resta na expressdo. Ele é chamado
de indice livre, pois o valor dele pode ser livremente escolhido pela pessoa
que estd fazendo o cdlculo. Ao ser trocado em um termo, deve ser trocado
em todos os outros termos da equacao, diferentemente dos indices mudos.



3 Escalares e Campos Escalares

Em matematica, um escalar é basicamente um ntmero. Desta forma, um
campo escalar é uma distribui¢cdo de ntimeros especificada por uma regra,
chamada de funcdo. De forma geral, esta fun¢do é uma f : R" — R, ou seja,
¢ uma regra que leva um conjunto ordenado de 7 ntimeros em um so.

Exemplos cldssicos de campos escalares na fisica sdo os campos de tem-
peratura ou entdo o potencial gravitacional de Newton.

Campos de temperatura sdo intuitivamente conhecidos pela populagdo
por conta dos noticidrios do tempo, em que é assinalado uma temperatura
(escalar) a um ponto especifico do mapa. Se o mapa é descrito em coor-
denadas cartesianas, isso quer dizer que a temperatura T em um ponto
especifico pode ser descrita pela regra T = T(x,y).

O potencial gravitacional de Newton, usualmente denotado por ¢, é um
campo escalar essencial para descricdo da gravitagdo newtoniana, que é
definido por

V2¢p = 4nGp 3.1)

Onde p é a densidade de matéria.

Campos escalares tem a propriedade de ndo transformarem sob mudanga
de sistema de coordenadas. Este fato é de facil compreensao, basta imaginar
que em uma mapa, a sua cidade é descrita em coordenadas cartesianas pelo
par ordenado (x1,¥1), e a temperatura é T(x1,y1). Em um dado momento,
a temperatura é de 27°C, portanto,

T(xl, yl) = 27°C

Se a0 mesmo tempo é decidido descrever a localizagdo da sua cidade a
partir de coordenadas polares, tal que as coordenadas da cidade passam a
ser (r1,01), € facil perceber que a temperatura, da sua cidade ndo mudou
por conta da mudanca dos sistemas de coordenadas, assim

T(I’l, 91) = 27°C



4 Vetores e Campos Vetoriais

Vetores sdo objetos um pouco mais complexos que escalares, pois car-
regam duas informagdes ao invés de apenas uma. Assim como os escalares,
ele carrega uma informacao escalar (nimero), que é sua magnitude. Porém,
além desta informacdo, vetores também carregam informacado sobre dire¢des.
Vetores sdo descritos em termos de vetores da base €, que sdo como os
atomos dos vetores, ja que todo vetor pode ser decomposto em uma base
vetorial. Assim, podemos escrever

A = A¥g, (4.1)

Ao A" chamamos de componentes escalare, e a A¥¢), especificos, chamamos
de componentes vetoriais. expandindo o somatério, e considerando um
vetor no espaco-tempo, a equagdo acima pode ser escrita como

A = A%, + Ale; + A%8, + A%%; (4.2)

Onde A2¢, é a projecdo do vetor A sobre a base & e A% é o comprimento
desta projegao.

Perceba que descrevemos o vetor em termos de componentes A¥, ou seja,

em termos de componentes cujos indices sdo sobrescritos. Falamos entdo

que estas sdo as componentes contravariantes do vetor. Podemos, por outro
lado, escrever o vetor A como

A=A (4.3)

Neste caso, descrevemos o vetor em termos das componentes Aﬂ. Falamos
que estas sdo as componentes covariantes do vetor.

Vetores ndo transformam sob mudancga de sistema de coordenadas, mas
suas componentes sim. Se fizermos a mudanca x* — xV" = xV'(x#), entdo
as componentes escalares do vetor A transformam como

/

/ oxV
v — M
A pT A (4.4)

Inversamente,
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4 Vetores e Campos Vetoriais

b
_ 0 (4.5)

A —
oxV'

Como o vetor em si ndo transforma, isto quer dizer que os vetores da

base devem transformar segundo

(4.6)

(4.7)

e inversamente,
v = Wey (48)
/
/ oxV
= eh
FpT e (4.9)
Assim como o campo escalar, o campo vetorial é uma distribuicao de
vetores pelo espaco. De forma geral, um campo vetorial é dado por

SV

V(x") = VF(x")é,(x") (4.10)
Ou seja, tanto as componentes escalares quanto os vetores da base depen-

dem das coordenadas.

11



5 Tensores e Campos Tensoriais

Tensores sdo objetos como escalares e vetores, mas que carregam uma
quantidade maior de informacdo. Um tensor de ordem 2 é formado a partir
do produto tensorial entre dois vetores, dado por

T = (A"Z,)  (B'E,)
— A'B'Z, ®7,

Assim, vemos que um tensor € escrito em termos das bases, analogamente
a um vetor. Dado um tensor cujas componentes escalares sdo T"", dizemos
que este tensor é simétrico nestes dois indices se

THW — TVH
e antissimétrico se

THY — _TVH

Podemos formar um tensor misto de ordem m x n fazendo

H = (A1"8,) ® .. ® (An"8,) ® (B1,,e") @ ... ® (Byy, &)
= (A" A" B1y, Buy, )€y @ ... @ €y, @€V R ...QE™
= HMFmy 08 ® .. ® 8, QT ®..QE™ (5.2)

Assim como os vetores, o tensor ndo muda sob mudanca de coordenadas,
porém, suas componentes e bases transformam. Tomemos a Eq.(5.1) como
exemplo

T =T 28 =T"%,28, (5.3)

Pelas leis de transformacdo dos vetores da base, podemos escrever

12



5 Tensores e Campos Tensoriais

— — 4 ,—» —
T]/“/e]/[ ® 61/ - T]/l v ey/ ® €V/
1 0xH - oxY 5

V= -
" €u X e, = " Wey ® Wey
oxt axV ..
TG, ©, = a;’ axv, "G, ®F, (5.4)
Assim
axV ax‘/ I,
w _ 7 77 THV
T S I T (5.5)
e inversamente
10 ax’*/ ax’//
wv — 7 Hv
T EyeTREe T (5.6)

Logo, podemos generalizar este calculo para um tensor misto de ordem
m x n como o dado pela Eq.(5.2), deduzindo a regra geral de transformacao

/

M Wm v vy, , )
- o jax 7 ox 1...ax HMbm (57)
ox*1 OxHm dxVi  JxVn AT

e inversamente

& i 9xV1 9xVn
HVll"'V;ﬂV, y ox#1 dxHm dx"t  ox

— 1ot
N T T T R P A (5:8)

Assim como vimos campos escalares e vetoriais, existem também campos
tensoriais, que sao regras que associam uma quantidade tensorial a cada
ponto do espago. De forma geral, um campo tensorial é dado por

H(x') = HMbmy o, ()8, () @ @€y, (2) @ e (xF) @ .. @ " (xH)
5.9)
Os conceitos de escalar, vetor e tensor possuem vdrias semelhangas e
a este ponto voceé ja deve estar suspeitando de algo. De fato, estes trés
objetos possuem a propriedade de ndo transformarem sob mudanca de
coordenadas, apesar de suas componentes transformarem. Os escalares
parecem ser alguma excessdo a essa regra, mas isto surge do fato de eles
simplesmente serem desprovidos de componentes, ou melhor, de ndo serem

13



5 Tensores e Campos Tensoriais

descritos em termos de uma base, portanto, qualquer desvio a regra é mera
impressao.

Desta forma, todos estes objetos sdo tensores. O escalar, sendo o objeto
mais simples, é um tensor de ordem 0. Vetores sdo tensores de ordem 1, e
produtos tensoriais entre eles formam tensores de ordens arbitrarias. Pelas
leis de transformacdes, deve ficar evidente que estes objetos sdo essenciais
para uma formulacdo covariante — ou seja, que vale para qualquer sistema
de coordenadas — de uma teoria fisica, pois, estabelecida uma equagdo entre
tensores (ou suas componentes), esta equacdo se mantém verdadeira em
qualquer sistema de coordenadas, ja que ambos os lados transformam-se
da mesma forma, de modo que os termos que surgem na transformacéo
aparecem dos dois lados da equacgdo, sendo assim cancelados.

14



6 Tensor Métrico

E intuitivo imaginar que sistemas de coordenadas carregam informagodes
importantes sobre as caracteristicas geométricas dos espagos que elas en-
cobrem. Porém, para falar sobre tais caracteristicas de forma precisa, pre-
cisamos sistematizar seus estudos.

Inicialmente, é necessdrio identificar os conceitos bdasicos para descrever
caracteristicas geométricas. Dos estudos da geometria elementar, fica claro
que tais conceitos sdo os de dngulo e comprimento. Agora, lembre-se de
que o produto escalar entre dois vetores é dado por

A-B=||A| |B|| cost (6.1)

Assim, é natural utilizar o conceito de produto escalar para estudar
propriedades geométricas de um sistema de coordenadas. Definiremos o
produto escalar de dois vetores da base

g]/“/ = E’]/{ M é’v (6.2)

Onde gy sdo fungdes das coordenadas, pois em sistemas de coordenadas
quaisquer, a base vetorial é um campo vetorial ndo constante, ou seja, é uma
funcdo da posi¢do. Como

gy'€VZEV'6y

Seque que,

Suv = 8vu (6.3)
Podemos também definir

g =ete? (6.4)
com

g =g" (6.5)

15



6 Tensor Métrico

As componentes mistas sdo definidas como

gt,=e"-¢ =4} (6.6)

onde ¢} é a delta de Kronecker. Com todas estas definicdes, podemos
estudar algumas propriedades interessantes de g,,. Pela Eq. (6.2),

gl 5V = gl = g5y = gl . gV 6.7)

logo,
é)y — g]/lO’é’U (6.8)
ou seja, g tem a propriedade de levantar indices somados. Inversamente,
é},l . E]/ — g]/ll/ — gyg'ég — gyaga . El/ (6.9)

logo,

& = guo?’ (6.10)

ou seja, gy tem a propriedade de abaixar indices somados. Como um ve-
tor pode ser descrito tanto em termos de suas componentes contravariantes
quanto de suas componentes covariantes, temos que

AVE, = A8 (6.11)

Tomando o produto escalar dos dois lados desta equagdo com &,

Ayé}l . ga — AVZH . é’[x
Al = A8k (6.12)

logo,

Ay = A (6.13)

Assim, guy NOS permite calcular as componentes covariantes de um vetor
a partir de suas componentes contravariantes. Se fizermos o produto escalar
da equagdo com &*

16



6 Tensor Métrico

g Ay = Aty (6.14)

logo,

AN = gtiA, (6.15)

Assim, g¢M"¥ nos permite calcular as componentes contravariantes de um
vetor a partir de suas componentes covariantes.
Calculando o produto escalar entre os vetores A e B, temos

A-B=(Arg,)- (B
= A'BE, - &,

Portanto, as fungdes g,y calculam o produto escalar de dois vetores, nos
possibilitando calcular angulos e comprimento no espago. Assim, vemos
que g,y possui propriedades métricas, Podemos entédo definir um tensor

g =gwel ®e’ =gl"e, ®é, (6.17)

chamado de tensor métrico. Tenso definito este objeto, batizamos g, e
g, respectivemente, como componentes da métrica e componentes da métrica
inversa.

Com as componentes da métrica, podemos definir distancias como

ds? = Suvdxtdx’ (6.18)

uma espécie de teorema de Pitdgoras generalizado. Assim, podemos dizer
que as componentes da métrica carregam a informacdo de como o teorema
de Pitadgoras transforma quando mudamos de sistema de coordenadas.

17



7 Calculo Variacional

No célculo de fungdes em variaveis reais estamos acostumados a estudar
os valores maximos e minimos locais ou absolutos de fun¢des. Em uma
funcdo de uma varidvel, temos, pela interpretacdo geométrica, que num
ponto de maximo ou minimo, a reta tangente a funcdo neste ponto deve ter
inclinacdo nula. Logo, dada uma funcéo f(x), um ponto xo é um extremante
se

A

dx _—

Se Z%’;]x:x() > 0, f(x9) é um minimo local, e se %]x:m <0, f(x) é um
maximo local. Se para todo x pertencente ao dominio de f, f(xp) > f(x),
f(xp) é um maximo absoluto, se f(xp) < f(x), f(xp) é um minimo absoluto.

Em fungdes de vérias varidveis utilizamos de interpreta¢des geométricas
andlogas, construindo objetos um pouco mais complexos, como a matriz
Hessiana, a partir das derivadas parciais, para determinar valores maximos
e minimos de fung¢des. O estudo destes valores é fundamental para célculos
de otimizagdo. Assim sendo, podemos nos perguntar, a partir destas formu-
lagdes, os valores minimos ou maximos de diversos problemas, incluindo
problemas de interesse fisico.

Para iniciar o estudo de problemas de carater fisico, seria conveniente
generalizar o estudo dos médximos e minimos para que sua solu¢do nao
seja mais um ndmero, e sim uma fun¢do. Desta forma, iremos considerar a
seguinte integral:

) = [ F e, v &

. < dy ’ ~ .
Onde () é 7, que é a notagdo que usaremos a partir de agora.
O problema do célculo variacional consiste em achar uma -y continua na
regido de integracdo, com derivadas continuas no mesmo intervalo, que
extremize a fun¢do J, que é um novo tipo de fun¢do, chamada de funcional.

18



7 Cdlculo Variacional

Como temos uma infinidade de fungdes y(x) possiveis, queremos deter-
minar aquela que extremiza o valor de J. Para conseguir determinar esta
funcdo, tomaremos a variagdo do funcional | tal que

tp tzaf af )
5 :/ (5dt:/ O 5o+ L 5t = 0 7.2
J . f . 9y ’Y+a,y“Y (7.2)

Tal que as curvas <y devem satisfazer a seguinte condi¢do de contorno

5y(tr) = 67(k2) =0 (7.3)

Consideremos a seguinte expressao

fs f 50 4 (0f
at (a 07) = 3507+ dt 3y ) 07 7.4)
Podemos utilizar a Eq. (7.4) para reescrever a Eq. como
_ of of _ of 5
=], Greora G o) a1 a <8'r )=
& of ) ) of
/1 ( (a')’ 7 oy 7 t

ty af

_/1 (_7_5(8 ))5 dt =0 (7.5)

Para um /v qualquer integral da Eq. (7.5) s6 pode ser igual a zero se o
termo entre parénteses for nulo. Portanto

o4 (20 oo

dy  dt \ oy

A Eq. (7.6) é conhecida como a equagdo de Euler-Lagrange, e para uma
curva 9y minimizar o funcional ], ela deve satisfazer esta equagao.

19



8 Distancia Minima no Plano Euclidiano

A distancia de dois pontos infinitesimalmente afastados, no plano euclidi-
ano, em coordenadas cartesianas, é dado por

ds = \/dx? + dy? (8.1)

Se tomarmos a coordenada x como parametro, podemos calcular a dis-

tincia como
X 2
S:/ds:/2 1+(d—y>dx
v X dx

_ / /14 grdx (82)
X1

Se f(y(x),y(x) = /14 y?, entdo a equacdo de Euler-Lagrange resulta
em

da y _
- ( W) =0 (8.3)

pois % =0. A Eq. indica que

az

T2 o (8.4)

=y =

Onde a? pertence aos reais e é diferente de 1. Como

=«
= [ yax = / d_y — [ adx (85)

20



8 Distincia Minima no Plano Euclidiano

Logo,

y=ax+c (8.6)

Que é a equagdo da reta. Portanto, a curva que minimiza a distancia no
plano Euclidiano é a reta.

21



9 Extremizacao da Distancia

De uma forma geral, distancias sdo definidas como a raiz quadrada do

elemento de linha ds?.
ds =/ gijdxidxl (9.1)

Dada a curva x' = x(t), distancias sdo calculadas pela integral

2 dx! dxi —
= [ds= [ gy ot = \Jayxiia 9.2
5= s = s = s 62
A distancia serd extremizada para curvas que satisfazem a equacdo de
Euler-Lagrange. Assim, sendo f = |/f, onde f = gijx'x!, entdo

of _daf
oxi  dtoil
Lo, L drar ()
ox!

~ 2,/foxi MPTErTEE 2,/fdt

Como 'fi—t = 0, esta equacdo se reduz a

of d (of B
5t (a_> =0 ©-3)

E conveniente ndo expandir o cdlculo agora, pois em breve ele reaparecerd,
estabelecendo uma relacdo entre geometria e fisica.

22



10 Mecanica Lagrangiana

Na mecanica newtoniana, temos que

F=-VV (10.1)

Esta equacgdo vetorial implica em trés equagdes diferenciais de segunda
ordem, uma para cada coordenada. Se denotarmos x' = {x,y,z}, podemos
escrever estas equagdes na notagdo indicial como

L v

dr? Jxi

Porém, devemos lembrar que a forca é a derivada temporal do momento
linear, portanto

(10.2)

d’x'  dp'

= (10.3)
dt dt

Onde p' sdo as componentes do momento linar. Lembrando que em
coordenadas cartesianas a energia cinética T é dada por

m

T= %m(xz + %+ 2%) (10.4)
Assim,
. 9T
1 __
P=o (10.5)

Se definirmos uma funcdo L = T — V tal que T = T(x) e V = V(x),
podemos, com o auxilio das Egs. (10.3) e (10.5), reescrever a Eq. (10.2) como

(oL _aL
dt \oxi )  oxi

oL d (oL
- (a) ~ 0 (10.6)

Que é um conjunto de i equagdes de Euler-Lagrange.

23



10 Mecanica Lagrangiana

Pelo que vimos em célculo variacional, isto indica a existéncia de um
funcional

[9)
5 — / Ldt (10.7)
51

tal que S = 0. A quantidade S é chamada de agio e §S = 0 é o principio
da miinima ac¢do. Este principio aponta para as leis da fisica como um
problema de minimizagédo. Isto quer dizer que de todas as trajetérias que
uma particula dotada de energia cinética T e sob potencial V pode percorrer,
ela percorre aquela que extremiza a agdo, dada pelas equagdes de Euler-
Lagrange.

Esta equacdo ¢é valida para sistemas de coordenadas quaisquer. Nesse
caso, lembremos que

1 1 '
T = Emz? 7= Emgljxlx]
Assim,
1 i
L= S M8 -V (10.8)

24



11 Constantes do Movimento

Constantes do movimento sdo grandezas que ndo mudam com o passar
do tempo. Elas sdo facilmente determinaveis. Se L = L(x', ¥') ndo depende
de uma coordenada ¥/, a equacdo de Euler-Lagrange para essa coordenada

resulta em i /oL

Definimos o momento candnico conjugado como

oL
pi = 9% (11.2)
Assim, a Eq. (11.1) pode ser escrita como
LIS A 11.
praal (11.3)

Onde o momento associado a coordenada ¥/ ¢ a constante do movimento.
Isto quer dizer que se uma lagrangiana ndo depende de uma coordenada
especifica de um sistema de coordenadas, o momento associado a essa
coordenada é conservado.

De forma geral, uma lagrangiana pode depender explicitamente do tempo.
Para o caso em que ela ndo depende,

dL
i 0 (11.4)
Porém,
dL oL dx' oL dx
= 37dr Taddr (11.5)
Assim,
dL  oLdx' oL dx
dt — oxi dt = oxl dt
oL ; oL
_ 9 9% 4 — 11.
ax” Tagt =0 (11.6)
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11 Constantes do Movimento

Considerando

4oLy _d oLy o
dt \oxi ) — dt \ ox! 0xi
oL , d (oL d oL

Podemos reescrever a Eq. (11.6) como

dL d (9L ;\ (9L d (oL
E—a(@’C)” (a—a(a)) (11.8)

Portanto, finalmente

d (oL
Z == = 11.
dt <8x1x L) 0 (119)
Se L =T — V, entdo o termo entre parénteses da Eq. (11.9) é
oL ;
SA —L=2T—(T-V)=T+V=E (11.10)

Assim, para o caso em que L ndo depende explicitamente do tempo a
energia total do sistema é conservada, sendo portanto uma constante do
movimento, dada por

E=-—xi—L (11.11)

26



12 Movimento de uma Particula Livre

Agora consideremos uma particula livre no espago. Neste caso, a la-
grangiana terd apenas o termo cinético. Numa geometria qualquer, esta
lagrangiana é dada por

[ — | S | .
=5 mx-X = —mgljx % (12.1)

Vemos que a aplicagdo desta lagrangiana nas equacdes de Euler-Lagrange
resultaram na Eq. (9.3), do problema da minimizagado das distancias numa
geometria qualquer. Isto quer dizer que o movimento de uma particula livre
é aquele que minimiza (ou extremiza) as distancias no espacgo. Expandindo
a equacdo de Euler-Lagrange, temos que

g 60~ (3 024)) -

%50 4 (g (01 + 46])) =0

axk
E)gl] z 8gk ag .. .

i oM i TR L I I S
ok Y T oxd ¥ — G ¥ X~ 8wt =0

) 0 o
29k + agz il 4 aa‘il]k ¢l — ainlx] =0

ogik  0gix 98

gk + = (a]1 +ail]’.‘—a’,j)xx1:0 (12.2)

Multiplicando a Eq. (12.2) por ¢, temos que

| i ] Sik _ 98ij \ cij _
0; % +2g <al+axi axk)xx 0 (12.3)
Trocando I — k e depois k — i, temos, finalmente

# 4 Tkl = 0 (12.4)
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12 Movimento de uma Particula Livre

Onde,

My = Lo (agﬂ L 98 _ 58kj)
2 oxk ~ ox/  ox!
Sao os stmbolos de Christoffel ou coenficientes da conexio. A Eq. (12.4), que

é a equagdo que simultdneamente descreve a trajetéria de uma particula

livre numa geometria qualquer e que extremiza as distancias nesta mesma

geometria é denominada como a equagio da geodésica.

(12.5)
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13 Teoria Classica de Campos

Podemos fazer uma generalizagdo da mecanica lagrangiana afim de
descrever estruturas mais gerais: campos. Campos sdo um mconceito
central para a fisica moderna e contemporanea, de forma que todas as
principais teorias sdo descritas por meio deles. No espago-tempo, obtemos
este formalismo escrevendo a agdo em termos da integral de uma funcdo
mais complexa que a lagrangiana

5 — % / dx\/—gL (13.1)

Onde o fator de 1/c surge para eliminar este multiplo na integral, que
surge pois X' = ct — dx? = cdt.

A agdo agora é definida, portanto, em termos de uma integral de volume
no espago tempo (4D). O termo d*x,/—g é o invariante de volume, onde o
sinal negativo dentro da raiz quadrada assegura um valor real, ja que g é
o determinante da métrica, que é negativo pois a métrica lorentziana que
é a que descreve as teorias da relatividade especial e geral tem assinatura
(-,+,+,4). Assim

oxt
V—8= |7 13.2
g ax/v ( )
Ou seja, é igual ao determinante do jacobiano da transformagao.
A fungdo L é definida por
, acpi
_ 1
L=L (4) , _axﬂ> (13.3)

Onde ¢ sdo funcdes das coordenadas de espago-tempo. Se

L= / P /—gL (13.4)

Podemos escrever a Eq, (13.1) como

5= / Ldt (13.5)
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13 Teoria Cldssica de Campos

Assim, a funcdo £ é conhecida como densidade de lagrangiana. Antes,
na mecanica lagrangiana, as equacdes de Euler-Lagrange descreviam o
movimento de particulas ou sistemas de perticulas. Agora, As equagdes

de campo vao descrever leis da natureza. Uma densidade de lagrangiana
representa uma teoria fisica.
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14 Equacoes de Campo

As equagdes de campo surgem do mesmo processo de variagdo que as
equacgdes de Euler-Lagrange no célculo variacional. Assim

(SS—/d"‘x\/_ (6L) /d4x\/_ (a¢z (a;i)(sgf;) =0

dxH
oL ¢
= /d4x\/ 847 +/d4 5 =0 (14.1)
oP!
84)1 8 ( % ) dxH
Onde 6¢' = o0 nas bordas da regido de integracdo. Consideremos a

seguinte expressao,

3 oL .\ 9 Y
Py (\/_gm&l?) = 5 (\/_gE)(a‘Pl)) o¢'

dxH oxH
oL  _o¢
+/— 8 <a¢’>58xﬂ (14.2)
dxH
Assim, podemos escrever a segunda integral da Eq. (14.1) como,
oL  _o¢' d oL
[t i = [ g | VR o
2 (5%) ()
oL
/ d*x op' (14.3)
oP!
ax# ( a <afy>)

A primeira integral a direita da igualdade pode ser calculada através
do teorema de Gauss, pelo qual vemos que ela é nula, pois d¢' é nulo nas
bordas da regido de integragdo. Assim, a Eq. (14.1) pode ser reescrita como

31



14 Equagdes de Campo

9L 9

[ oL i
55 = /d x (\/_gacpi - <\/_g@>> Spi=0  (14.4)

dxH

Esta integral é nula para uma fungéo arbitraria ¢'(x*) somente se o termo
entre parénteses é nulo. Portanto, concluimos que

oL 1 9 oL
5 T (m@) =0 (14.5)

dxH

A Eq. (14.5) é chamada de equacio de campo. Dada uma densidade de
lagrangiana, esta equacao resulta nas equagdes que descrevem teorias fisicas,
como o eletromagnetismo ou a relatividade geral.
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15 Tensor Energia-Momento

De um modo bem semelhante a mecanica lagrangiana, podemos nos
perguntar o que acontece se a densidade de langrangiana ndo depende
explicitamente de uma coordenada x". Ora, se este é o caso,

oL
PR
i 2 i
0L _ 8_§8¢ aﬁ' o0°¢ _0 (15.1)
dxV  o¢ioxV = 4 ( 0P ) oxVoxH
oxH
Considerando,
0 oL 847i 0 oL a<pi n oL achi (152)
oxH b (M) oxV | oxH ) (M) oxV 9 (%) oxVoxH ’
oxH oxH oxH

Podemos reescrever a Eq. (15.1) como

oL [dL 9 oL . 0 oL 9¢'
ox' |\ dpt  oxt a(g%i) oxH a(%)axv

9 oL 3¢
=52 (a a9 axy) (15.3)
oxH

Assim, finalmente,
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15 Tensor Energia-Momento

0 oL a¢i oL
Al a
oxt \ 5 (%ﬂ) axVv oxV
d oL acpi 0 woay
oxH 5 Erd 8x") T oxH (51/5) =0
oxH
) oL Bcpi M B
oxH

A Eq. (15.4) indica que a quantidade entre parénteses é conservada,
pois tem divergéncia nula. Esta quantidade é definida como tensor Energia-
Momento, denotado por

v, = 9k 99 gup (15.5)

¢\ 9xV
2 (3%)
Portanto, a conservagdo do tensor energia-momento é a condi¢do dada
por,
JoTH,
oxH

=0 (15.6)
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16 Sobre a Geometrizacao da Gravitacao

Dentre as vérias revolugdes cientificas ocorridas no século XIX, consequén-
cias da nova visdo eletromagnética do mundo, destacam-se as teorias da
relatividade especial e geral. Estas teorias sdo de grande relevancia para es-
tudar fendmenos macroscépicos em situacdes onde a mecanica newtoniana
comega a apresentar falhas.

A relatividade especial estabelece que existe um limite superior para
velocidade de propagacdo de interagdes na natureza, logo, aponta para uma
inconsisténcia na teoria da gravitagdo universal de Newton, que consiste
numa teoria de acdo a distancia instantanea.

Surge entdo a necessidade de propor uma nova teoria da gravitagdo, e
isto pode ser feito a partir de algumas hipéteses e observagoes iniciais.

A principal hipétese foi o que Einstein chamou de principio da equivaléncia,
em que propde que localmente ndo existe experimento capaz de diferenciar
uma acelera¢do uniforme com a agdo de um campo gravitacional constante.

Para visualizar a importancia desta hip6tese, devemos lembrar de uma
razdo muito importante estudada na geometria euclidiana:

C —
5 =TT
Pela contracdo do espaco, resultado importante da relatividade especial,
podemos estudar estas medidas sob a 6tica de referenciais girantes. Um
referencial parado e um girante irdo concordar com a medida do diametro
da trajetéria. Porém, ao medirem a circunferéncia da trajetéria, as medidas
serdo discordantes.
Logo, enquanto o referencial parado ird medir a razdo ¢/D = 7 da
geometria euclidiana, o referencial girante medird, de forma geral

Lo
— £ T
D
ou seja, este referencial ird discordar da geometria euclidiana.

Como, pelo principio da equivaléncia, ndo se pode distinguir entre um
referencial uniformemente acelerado daquele que estd sob efeito de um
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16 Sobre a Geometrizacdo da Gravitagio

campo gravitacional constante, podemos assumir que uma teoria da grav-
itacdo que generaliza a relatividade especial é descrita a partir de uma
geometria ndo-euclidiana, ja que o referencial girante est4 sob efeito de uma
aceleracao.

Para fazer isto, deve-se aplicar a matematica adequada para tratar de
espagos com curvatura. Esta teoria, portanto, deve estar naturalmente
descrita por coordenadas curvilineas.

Com estes elementos, Einstein langou mao do principio da covaridncia
geral, que propde que as leis da fisica devem ser iguais, independentemente
das coordenadas escolhidas. Portanto, concluiu que as equagdes da fisica
deveriam ser descritas a partir de tensores, pois equagdes tensoriais, assim
que estabelecidas, continuam sendo verdadeiras sob transformacdes de
coordenadas.
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17 Simbolos de Christoffel

Em geometrias Euclidianas, os vetores da base sdo tidos como campos
vetoriais constantes e unitdrios, além de obedesserem uma regra clara de
ortogonalidade.

Porém, quando tratamos de geometrias ndo euclidianas, os campos veto-
riais da base deixam de ser constantes, e o produto escalar da base passam
a ser uma funcdo que depende da posi¢do. Outro detalhe importante de
ser notado é que quando somamos ou subtraimos um vetor na geometria
Euclidiana, efetuamos o transporte paralelo de um dos vetores, para que a
operacdo seja efetuada no mesmo ponto.

Em uma geometria ndo-Euclidiana, isto ndo pode ser feito de uma maneira
simples, pois o campo vetorial da base nao é constante. Como o calculo
diferencial e integral é essencialmente construido a partir de limites de
diferengas, a geometria ndo-Euclidiana leva ao desenvolvimento de novos
objetos matematicos que tornem possiveis as solu¢des de problemas do
cdlculo em tais geometrias.

Portanto, consideremos um vetor da base ¢,(x") no ponto x"! e no ponto
x"2, tal que x'1 e x2 estdo separados por uma variagdo na coordenada x".
Se quisermos medir a varicdo de &,(x") quando ele vai de x"! para x'2,
devemos efetuar a diferenca de &,(x") no ponto x*2 e €,(x") no ponto x"
paralelamente transportado para o ponto x*2. Desta forma, definimos um
vetor diferenca que conecta um vetor ao outro, que é portanto chamado de
vetor conexdo, definido como

Aylgy (XV) — Eﬂ(xvz) - Ey(XVl)// (17.1)

— 1/1 7z > v
Onde €, (x"),, é o vetor da base paralelamente transportado e A,é,(x")
é o vetor conexdo que mede a varia¢do do vetor da base quando este sofre
uma variagdo na coordenada x"i.
Por outro lado, pelas defini¢des do calculo de varias varidveis, temos que

% _ lim E},{(.XVz) - Ey(xvl)// o li Ayigy o d‘l/l'é}/l

= = 17.2
oxVi  x1x¥2 xV2 — x¥1 Ax,,—0 AxVi dxVi ( )
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17 Simbolos de Christoffel

Portanto, podemos escrever
dye 9g, \" _
dv;Vz; — <8x5i) &y (17.3)

As componentes escalares do vetor conexdo por unidade de distancia sdo
conhecidas como simbolos de Christoffel, denotados por

a—» 14
[, = ( e”) (17.49)

oxvi
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18 Simetria dos Simbolos de Christoffel

Uma variacdo total da base é a soma da variacdo em todas as coordenadas.

Usando as Egs. (17.3) e (17.4), podemos escrever
dé’y - dl/lé}l + dVZE;’l + ces + dvl’lé}'[
48, = T, dx¥ &y + T, dx "2, + . 4+ T, dx""E, (18.1)

Portanto, utilizando a convencdo de somatério de Einstein, podemos
escrever a variagdo total da base como

dé},{ — rayydxvga (18.2)
Pela defini¢do de derivadas totais, temos que
oe,
- H
d@y = del/ (183)

Assim, pelas Egs. (18.2) e (18.3)

0¢,
a_‘x]:/dxv — rayvdxvé)a
oxV

Se decompormos ¢, em coordenadas cartesianas locais

= 8, T%, = (18.4)

ox? _,

ey, = —¢
B oxrn™?

Entdo, a Eq. (18.4) torna-se
. 9 [ ox7 L 0%x”
Al = g (a_) = i (185)

Pois ¢, é um campo vetorial constante e sua derivada é nula. Assim, pelo
teorema de Clairaut,
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18 Simetria dos Simbolos de Christoffel

2x7  *x°
dxvxl  Qxlx
Conclui-se, pela Eq. (18.5), que

% =T%, (18.6)

Ou seja, os simbolos de Christoffel sdo simétricos nos indices de baixo.

Os simbolos de Christoffel portanto, surgem quando queremos estudar
variagdo de vetores numa geometria em que o campo vetorial da base nédo é
constante. Logo, fica evidente que, além de estes simbolos fornecerem toda
a informacao sobre as propriedades geométricas do sistema de coordenadas
escolhido, sdo objetos imprescindiveis para uma formulagdo covariante da
derivada.
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19 Método para Calcular os Simbolos de
Christoffel

Como foi visto no estudo do movimento de uma particula livre, a sua
trajetéria depende dos simbolos de Christoffel, mas até o presente momento
ndo foi apresentado um método para o calculo destas quantidades. Tal
método convém de ser muito simples. Vamos entdo calcular as compo-
nentes da conexdo de uma geometria esférica utilizando tal método. Matri-
cialmente, as componentes da métrica em tal geometria sdo representadas

por

10 0
lgiil|=(0 »» 0 (19.1)
0 0 r%sen’d

Para prosseguir, determinamos a lagrangiana de uma particula livre
1 .. 1 . ,
L= Egi]-xle = S (?2 + 2% + rzsenzecpZ) (19.2)

Agora calculamos as equacdes de Euler-Lagrange para as coordenadas
em questdo. Calculemos inicialmente para a coordenada r,

oL (o),

or dt\or)

2rf? + 2rsen’0¢? — % (2¢) =0

P — r? — rsen’¢? = 0 (19.3)

Mas a equagdo da trajetéria de uma particula livre para a coordenada r é
dada por

P Ttk =0 (19.4)
Comparando as Egs. (19.3) e (19.4), concluimos que
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19 Meétodo para Calcular os Simbolos de Christoffel

1"1’99 = —r
{ D (19.5)
pp = rsen

Calculando as equagdes de Euler-Lagrange para as coordenadas 6, obte-

mos,
oL d (o
900 dt \ad)
, d .
2 2 4 (504) _
2r-senficosf¢ T <2r 9) 0
2r%senfcosf® — 4rif — 2r* = 0
6+ %r‘é — senfcosbp? = 0 (19.6)

Porém, a equagdo da trajetéria de uma particula livre para a coordenada
g é

6+ Tk =0 (19.7)
Comparando as Egs. (19.6) e (19.7), concluimos que
[0y =T7 =1
97’9 Or T (19,8)
[Vpp = —senbcoso

Finalmente, calculando as equacdes de Euler-Lagrange para as coorde-
nadas ¢, obtemos

oL _d (L) _,
%_E(@)_

d (oo o0\
T <2r sen 94)) =0
2risen®0¢ + 2r>senfcosfb¢ + r’sen’0p = 0

.2 .
¢+ ;1"4) + 2cotgf0¢p = 0 (19.9)
Porém, a equacdo da trajetéria de uma particula livre para a coordenada
¢ é
¢+ T3k =0 (19.10)
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19 Meétodo para Calcular os Simbolos de Christoffel
Comparando as Egs. (19.9) e (19.10), concluimos que

— _1
[rp =Tlgr =5 (19.11)

Assim, as Egs. (19.5), (19.8) e (19.11) formam o conjunto de todos os
simbolos de Christoffel ndo nulos da geometria esférica.
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20 O Problema com as Derivadas Parciais

Para descrever leis da natureza, faz-se o uso de equagdes diferenciais,
cujas solugdes descrevem situagdes ou comportamentos de sistemas fisicos.
O objeto fundamental de tais equagdes é o operador diferencial. Porém,
algumas dificuldades surgem ao tentar descrever leis da fisica de forma
covariante.

Considerando um vetor A, temos que a derivada parcial de suas compo-
nentes escalares transforma segundo

p v/ v, v 2, , Vo oxH 9 AW
dA oxV 9 <8x ) axV o°x i oxV dxH* 0A (201)

— I — - - T
oxV  oxV axV \ oxH oxV 9xv x# oxV oxH 9xV'

Ou seja, as derivadas das componentes de um vetor ndo transformam
como um tensor, o que impossibilita 0 uso deste operador para a formula¢do
de qualquer lei covariante que envolva tensores.
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21 Derivada Direcional Covariante

Como o vetor A, assim como todo vetor, ¢ um invariante, uma maneira
instrutiva de encontrar um operador diferencial covariante é estudando
como A varia quando é deslocado sobre uma curva x(A). Considerando
inicialmente uma base vetorial constante, a derivada direcional de A =

v — . ~ z
A¥(x"(A))é, na diregao da curva é

dA  9AFdx'_  9AF
ax T T o

Onde u" é o vetor tangente a curva.
Se considerarmos um campo vetorial mais geral, onde a base depende
das coordenadas, de forma que A = A¥(x"(A))é,(x"(A)), utilizando a Eq.

(18.4), a derivada sera

u'ey, (21.1)

dA  dAVF de, oA oz,
g _ s o vz w_H v
T R T T A
AN
— WMUE)M + Ayrwyyé:xuv
AN .
pumy ( ax]/ -I_ I‘yavA“> uve‘u (21.2)

Por considerar a variacdo de um campo vetorial da base, % é chamada

de derivada direcional covariante.
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22 Derivada Covariante

Comparando as Egs. (21.1) e (21.2), vemos que o termo entre parénteses
da Eq. (21.2) é uma espécie de generalizacdo natural da derivada parcial
das componentes escalares do vetor, denotada por

dAV
VVAP[ — W —‘I_ I—‘ylvaa (22.1)
Assim, podemos reescrever a Eq. (21.2) como
A

Como a Eq. (22.2) é covariante, esta expressdo é a mesma em qualquer
sistema de coordenadas, logo

dA e .
ﬁ = VV/A‘u u’ ey/ = VVA”uVey

Assim

V,ARuYe, =V, AP u” e

]/{/
. oxY ot .
VVAyuvey = VV/Ay Wuvwe}l
axV 9xH /
[ —~ Y., AH
= V,A 3% 9ar VA

Pois a igualdade deve se manter para curvas e bases arbitrdrias. Assim,
vemos que V,A# transforma como um tensor, portanto, este operador,
definido pela Eq. (22.1)), é chamado de derivada covariante. Por ser uma gen-
eralizacdo das derivadas parciais, este operador sugere que uma formulacdo
covariante de uma equacdo que envolve derivadas consiste na substitui¢ao
destas por derivadas covariantes.
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23 Derivada Covariante das Componentes
Covariantes de um Vetor

Como um escalar ndo é descrito em termos de bases, a derivada covariante
de um escalar é igual a derivada partial do mesmo. Usando esta observacao,
podemos obter a expressdo para a derivada covariante de componentes
covariante de um vetor, pois, como AF A, é um escalar

0 (AFAL)
Vi (AFA) = =55
DA dAF DA,
<8x’f + waAm) Ap+ ATV Ay = oxv T o AP
! OAF  apu

Como a Eq. (23.1) é verdadeira para todo A¥,

0AH
VVA‘u — W — ra]/ll/AlX (232)
Como
dA
Segue que,
0¢,
ﬁ = —TH,¢ (23.4)

Um detalhe muito importante para que possamos estabelecer uma ex-
pressao para a derivada covariante de um tensor misto de ordem arbitraria.
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24 Derivada Covariante de um Tensor
Misto de Ordem Arbitraria

Para obter uma expressdo para a derivada covariante de um tensor misto
de ordem arbitraria é ttil considerar inicialmente um tensor misto de ordem
2. Assim, tomemos

Se calcularmos a derivada covariante direcional deste tensor, teremos

dT  d(AFe,) ) d(B,e")
= e He

(Vo A*u’e,) @ Bye¥ + A'e, @ (VoB,ue")
= (B,VoAMu’e, ®e" + (A*V By )u’e, ® e"
= (ByVoA" + A'V,B,)u’e, @ &"
= Vq(A"B))u’g, ® e

VeTHu’e, @ e" (24.2)

Assim,

VUTVU - VU(AP[BV)
= B,V A" + A'V,B,

=B, aai: + B, IT¥,, AP + AV gi‘; — AFT B,

=B, g’g + A¥ gf; +I¥,,APB, — TP, AFB,

= % + Ty APB, — TPy, A'B,

= a;:;” + T#e, TP, — TP, TH, (24.3)
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24 Derivada Covariante de um Tensor Misto de Ordem Arbitrdria

Assim, é possivel ver que a derivada covariante deste tensor tem uma
expressao parecida a da derivada covariante de um vetor, porém, temos
um simbolo de Christoffel para cada indice do tensor, sendo positivo para
componentes contravariantes e negativo para componentes covariantes.
Assim, podemos escrever a expressdo da derivada covariante de um tensor
misto de ordem arbitraria como,

aHﬂl"'ymV
_ 1...V
V,H" ymV1...1/n ?”

+r}imngll1~~PV1mvn — rpm/lemymp...vn — .
_].—'pa'y”Hyln.ymvl_“p. (24.4)

+ rylapHpmymvl...vn + ..
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25 Um Detalhe Importante Sobre as
Derivadas Covariantes

Diferentemente das derivadas parciais, as derivadas covariantes ndo
calculam apenas a variagdo das componentes escalares de um vetor. Isso
pode ser notado definindo um vetor em coordenadas esféricas que s6 tem
componentes ndo nula na coordenada 0,

AF = (0, A%,0)

Assim, podemos calcular a componente radial da derivada covariante
deste vetor,

0AH
VrA” == 7 -|‘ I‘”WAV

V,A? =19 ,,A°
ComoI?,y =1/2,

Vv, A% = %A" (25.1)

Este resultado, pela nossa nogdo intuitiva de derivadas parciais, deveria
ser nulo. Isto indica que apesar das aparéncias, a derivada covariante calcula
a variacgdo de todo o vetor, ao invés de apenas suas componentes escalares.
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26 Relacao dos Simbolos de Christoffel
com as Componentes do Tensor
Métrico

Tendo definido tudo isso, pode-se encontrar uma expressao para os sim-
bolos de Christoffel. Para isto, consideremos um tensor cujas componentes
mistas sejam idénticas as da delta de Kronecker. Entdo

ool
n o v
VBN = 5af

=T, 50y — T, 3%
=TVyp = THy
=0 (26.1)

+ T, p05 — T, g0

Por outro lado temos que, por defini¢do, os componentes mistos do tensor
métrico sdao

— — L
g=2e"-e =4

E o tensor métrico, escrito em termos de suas bases, é

Logo, a derivada covariante direcional do tensor métrico é dado por

4 _ VpguuPe! @ e’ = Vghufe, @ ¢V = Vgsiufe, @e¥ =0

Para uma curva e bases arbitrarias, conclui-se que
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26 Relagdo dos Simbolos de Christoffel com as Componentes do Tensor Métrico

Vp&uw =0 (26.2)

A Eq. (26.2) é conhecida como a condi¢do de compatibilidade métrica.
Fazendo,

Vgguv + Vugup + Vigpy =0 (26.3)

Pelas Eqgs. (24.4) e (18.6), podemos resolver a Eq. (26.3) para o simbolo de
Christoffel,

1 42 (98uA | 98 O
T = Egﬂ (axvi‘ T T o (26.4)
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27 Transporte Paralelo

Estamos habituados a transportar vetores sem alterar sua magnitude ou
direcdo, a este processo chamamos de transporte paralelo. Apesar de ser um
processo simples a ponto de ndo ser citado em geometrias planas, sabemos,
pelo capitulo dos simbolos de Christoffel, que a coisa ndo é tdo simples
assim.

Para ver isto, imagine que vocé e um amigo estdo no mesmo local da
linha do equador, cada um segurando setas que apontam diretamente para
o norte. Em um momento, vocé e seu amigo combinam em andar 500km
para lados opostos, mantendo a diregdo da seta, e entdo andar para o norte
até se reencontrarem. . Assim, vocé anda 500km para o oeste, e seu amigo
anda 500km para o leste, e depois os dois prontamente rumam para o norte,
mantendo a dire¢do das setas. Ao se reencontrarem no norte, percebem
que as setas, paralelas no inicio da jornada, agora formam um angulo entre
si. Tal experimento pode ser fisicamente replicado utilizando um péndulo
ao invés de uma seta, onde a dire¢do do movimento do péndulo assume o
papel da diregdo da seta.

Este experimenro indica que vetores sdo transformados ao serem trans-
portados sobre uma geometria curva, como a superficie da terra. Assim,
podemos definir o transporte paralelo como a auséncia de tal transformacao.
Matematicamente, isto significa dizer que um vetor V nao varia ao ser
transportado sobre uma curva x#(A),

v dvt de, dvh 98, dxV

T 3z p_H _ "%V 5 tu _

A etV s etV =
dV dx?

et VI Ty = 0

av dx
I3 =
(dA T dA) e

Portanto, a condigao de transporte paralelo pode ser escrita como,

dVH dxV
W+F o VP H—O (27.1)
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28 Equacao da Geodésica Revisitada

A equacdo da geodésica, vista anteriormente neste texto, pode ser ap-
resentada de uma forma muito simples e intuitiva a partir da nogdo de
transporte paralelo. Para isto, basta lembrar que no plano a geodésica é
uma linha reta, e portante seu vetor tangente coincide com a reta em todos
os pontos, senso portanto paralelamente transportado sobre a reta.

Podemos generalizar esta ideia para outras geometrias, de tal forma que
a geodésica é definida como a curva cujo vetor tangente é paralelamente
transportado ao ser deslocado sobre ela. Matematicamente, isto quer dizer
que dada a curva x*(A), a geodésica é a curva que satisfaz a condicao de
transporte paralelo dada pela Eq. (27.1), tal que o vetor paralelamente
transportado V¥ é o vetoor tangente 7. Assim

A (A L dede
dA \ dA PUdA dA
d?xH ” dxP dxV

= Veay T

(28.1)

Esta forma de definir a geodésica equivale a dizer que a geodésica é a
curva mais reta possivel dada uma geometria.
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29 Circulacao e Rotacional

O conhecimento de uma formulagdo intrinseca do conceito de curvartura
é crucial para o estudo da teoria da relatividade geral. Porém, para con-
seguirmos isto, devemos entender dois conceitos fundamentais, o primeiro
é o conceito de rotacional e sua defini¢do em termos da circulagdo de um
campo vetorial, definida por

C=pA-aF
Assim, o rotacional de A é definido como o vetor normal ao plano em
que a curva de circulagdo esta contida e cujo comprimento € a circulagdo
por unidade de area

— 1 g
t(A) =# lim — ¢ A-d7
ro( ) nAgl}oAS% ar

O que pode ser reescrito como

]{A A7 = (rot(ﬁ)) ds
n
Se a curva e a superficia determinada por ela sdo descritas pelas coorde-
nadas { x*,xP }, podemos escrever

?f A di = <rot(ﬁ))aﬁ 5P (29.1)

Calculando a circulagdo de um vetor em termos de suas componentes
covariantes, em uma circulacdo qualquer em coordenadas cartesianas, cheg-
amos numa expressao para as componentes do rotacional. Por conta da
forma da expressdo e da simetria dos simbolos de Christoffel, que surgem
no processo de generalizacdo a partir da troca de derivadas parciais por
derivadas covariantes, temos que as componentes do rotacional em um
sistema de coordenadas quaisquer { x*, xP } sdo dadas por

; A5 9A,
(rot(A))“ﬁ =L (29.2)
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30 Tensor de Riemann

O segundo conceito fundamental para a formulagdo da curvatura é o
o transporte paralelo, que consiste na auséncia de mudangas num vetor
quando o mesmo é transportado sobre uma curva. Isto quer dizer, em
termos matematicos, que a sua derivada direcional covariante é nula,
dA dx'
dA dA
Onde consideramos as componentes covariantes de A por conveniéncia.
A Eq. (30.1) é conhecida como condigdo de transporte paralelo, e pode ser
reescrita como

Pelas Egs. (23.1)) e (30.2), concluimos que

Assim, para calcular a mudanga total de um vetor quando o mesmo é
paralelamente transportado sobre uma curva fechada, basta calcular

0A
— _ I
My = fdA, = § 5 dx (30.4)
Pela Eq. (30.3), podemos escrever a mudanca total como,
Y (30.5)
Definindo,
By =T Ap
Podemos definir o vetor
B, = By,e" (30.6)



30 Tensor de Riemann

Assim, a Eq. (30.5) pode ser reescrita por
AAy = § Budx’ = § B, -d7 (30.7)
Pela Eq. (29.1), temos que
By -d7 = (rot(B,)) ds*
f # ’ <7‘0 ( H)>¢xﬁ
Finalmente, pelas Egs. (29.2), e (30.6),

0B 0B
B _ 9Pup  9Pua
(rOt(B”)>aﬁ T oxt o
_ arpuﬁAP B ol Ap

ox® oxP
_ore 0A ore 0A
i) P O p
= = o+ ax‘"r WP P Ap — o ﬁI“ (30.8)

A Eq. (30.8) pode ser reescrita, com o auxilio da igualdade dada pela Eq.
(30.3), como

ore ore
] _ [0 pa
<rot(By)>aﬁ_ S Ay~ S A T T Ar — TP T g Ac
aFPM; oI 0

O termo entre parénteses é o tensor de Rank-4 conhecido como tensor de
Riemann ou tensor de curvatura, denotado por

wep = a0 T op

Pela defini¢do do tensor de Riemann, conclui-se que

R Ap +T% 6T oo — T 1aTP (30.10)

_RF

P
R ppa

pap =
Logo,

1
2R pap = RO pup = RPypa

Assim, a variacao total do vetor, AAH é
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30 Tensor de Riemann

1
2

Onde o fator de 1/2 surge por conta da antissimetria dos indices a e B.
Assim, vemos que em um espago curvo, a transformacdo de um vetor ao ser
paralelamente transportado ao longo de uma curva fechada é proporcional
ao produto da curvatura e da area englobada pela curva.

AAy = =RP 5 ApdS™F (30.11)
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31 Tensor e escalar de Ricci

Pode-se escrever o tensor de Riemann como um tensor totalmente covari-
ante, dado por

Ruvpr = 8urRvpe
1 < P P P Pgue )

"2\ 9xvoxP T 9xMOx®  0xVox®  oxMoxP
+ 8k (rAverya - rAvarKyp> (31.1)
Pela Eq. (31.1), temos que
Ryvpa = _Rvypa (31.2)
€,
Ryvptr = _R;wop (31.3)

Assim, temos que

— oV _ v _ v
RVVP‘T =& ﬂRVﬂP‘T =8 VRVVPU =-—R vpo

Portanto, o tnico tensor nao trivial que pode ser formado a partir de
contracdes do tensor de Riemann é

a7, ar; N
9xr oxv

Ja que a contragdo com o ultimo indice resultaria basicamente no mesmo
tensor (multiplicado por —1), por conta da antissimetria dos dois tltimos
indices do tensor de curvatura. O tensor definido pela Eq. é conhecido

como tensor de Ricci. Seu trago,

Ry = Ry = + 5,00, —TT7, (31.4)
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31 Tensor e escalar de Ricci

R — gHVR],“/ (31.5)

é conhecido como escalar de Ricci.
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32 lIdentidades de Bianchi e Tensor de
Einstein

Existem duas identidades matematicas envolvendo o tensor de Riemann,
conhecidas como identidades de Bianci. A primeira identidade de Bianchi
estabelece que

Que pode ser facilmente verificada utilizando a definicdo do tensor de

Riemann dada pela Eq. (30.10).

A segunda identidade de Bianchi, que requer uma escolha apropriada de
sistema de coordenadas para ser demonstrada, estabelece que

Se multiplicarmos a Eq. (32.2) por d;, de modo a obter o tensor de Ricci
no primeiro termo, teremos,

6rVuR ry0 + 6, VR 30,00V pR 1y = 0

ViRyp + VyR" pou + VR e = 0

ViR + ViR \ou — VR i = 0

ViR + VR 304 = VpRy, =0 (32.3)

Agora, multiplicamos Eq. (32.3) por ¢*, de forma a obter o escalar de
Ricci no primeiro termo,
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32 Identidades de Bianchi e Tensor de Einstein

VR + 8 VR  pou — 8PV Ry, =0

Vg Rap + 8" Vg™ Rorpu = Vpg PRy = 0

ViR + Vig* g™ Roppu — VpRPy =0

ViR = Vg 8" Rygou — VR =0

VuR = V8" Rey — VoRP, =0

VuR = VR, — V,R, =0 (32.4)

Renomeando alguns indices, podemos escrever a Eq. (32.4) como
V6, R = VyR", = VyR", =0
1
Vy (RVV — E&ZR) =0 (32.5)

Como RY, = guoR" e 6; = §"7 g0, podemos reescrever a Eq. (32.5) como

Vy (g]/[g' (RVU — %gVUR>> =0

v, (RW - %gV‘TR) =0 (32.6)

Trocando (v — u) e depois (o — v), temos

1
R — ZglR ) = 2.7
Vi ( 8 ) 0 (32.7)
ou
VyG’“’ =0 (32.8)
Onde
GM = RM — % ¢"R (32.9)

é o tensor de Einstein. Ele pode ser escrito em sua forma totalmente
covariante, pois

G’,{y == g‘ug’gyp G(Tp (32. 10)
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32 Identidades de Bianchi e Tensor de Einstein

Assim,

1

Veremos muito em breve que, por ter divergéncia covariante nula, dada
pela Eq. (32.8)), o tensor de Einstein tem um papel central na formulacdo da
teoria da relatividade geral.
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33 Relacao entre a Métrica e o Potencial
Gravitacional Newtoniano

Para escrever as novas leis da gravitagdo, alguns critérios convenientes
devem ser satisfeitos. Para satisfazer o principio da covaridncia geral, as
equagdes devem ser tensoriais. Além disso, devem reduzir-se a gravitacdo
universal de Newton no limite newtoniano de campos fracos, estaciondrios
e de particulas com v < c.

A gravitacdo newtoniana pode ser descrita pela equagdo de Poisson para
o potencial gravitacional, dada por

V2p = 4nGp (33.1)

Onde p é o contetido de matéria e G é a constante gravitacional. Assim, a
Eq. relaciona derivadas segundas do potencial gravitacional com o
contetido de matéria. O lado direito desta equagdo pode ser covariantemente
representado pelo tensor energia-momento Ty, que € uma quantidade conser-
vada na teoria cldssica de campos, quando uma densidade de lagrangiana £
ndo depende de alguma coordenada de espago tempo, tal que esta equagdo
de conservacdo é dada pela divergéncia nula de TH"

oTH

oxH

Assim, em uma formulagdo covariante da Eq. (33.1), o lado esquerdo da
equacdo pode ser escrito como xTyy.

Para encontrar o objeto mateméatico que representa o lado esquerdo

desta equacdo de Poisson, devemos analisar a agdo de uma particula livre

relativistica, dada por
S = —mc/ \/ —guvXFxvdt
7

para v < ¢, podemos fazer uma expansao binomial de L = —mc(—gyx¥ XYz,
Ignorando os termos de maior ordem, temos que no limite relativistico

=0 (33.2)
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33 Relacio entre a Métrica e o Potencial Gravitacional Newtoniano

1
L=—mc+ Emvz
Como a forma geral da lagrangiana de uma particula é dada por L =
T — V, se uma particula estd sob influéncia de um campo gravitacional, seu

potencial é V = m¢. Assim,

1
L= —mc+ Emv2 — m¢

O que pode ser escrito como

:—mc\/<1+2c—¢) 2 — 02
:—mc\/(1+26—4)) 2 —x2—y>—2z?

Assim, a acao

S = —mcﬁy \/(1 + 2C_g2b) Z2 —x? —y? —22dt = —mc/y,/—gwxﬂxvdt

(33.3)

Logo, no limite newtoniano

o= (1+2) 339

A Eq. (33.4) estabelece uma relagdo entre o potencial gravitacional e as
componentes da métrica. Logo, é necessdrio estabelecer uma relagao entre
as derivadas segundas da métrica e o contetido de matéria.
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34 Equacoes de Campo de Einstein

Pela Eq. (33.2) e pelo principio da covariancia geral, que consiste, grosso
modo, na substituicdo de derivadas parciais por covariantes, sabemos que a
divergéncia covariante deste tensor tem que ser nula

V. T" =0 (34.1)

Logo, o tensor do lado esquerdo da igualdade, definido em termos
das derivadas segundas da métrica, deve ter divergéncia covariante nula.
Sabemos da sec¢do anterior que o tensor de Einstein satisfaz esta condigdo,
assim, podemos escrever

G],u/ - KT]/H/

1

Se tomarmos o traco desta equacgdo,

1
gVV <R‘ul/ _ Eng) — gﬂUTw/
= R=—«T

Logo, a Eq. (34.2) pode ser escrita como

1

Para estas equagdes serem consistentes com as observacdes, elas devem se
reduzir a gravitacdo de Newton, ou seja, a Eq. no limite newtoniano,
que pode ser descrito como um regime de campos fracos e estaticos. Como
o campo é fraco, podemos escrever as componentes da métrica como sendo
resultado de uma pequena perturbacdo na métrica de Minkowski. Assim, o
limite newtoniano se reduz as condi¢des
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34 Equacodes de Campo de Einstein

Suv = Nuv + hyy, thv” <1 (34.4)
%g;*ov =0 (34.5)

Podemos considerar que,
gM = — BhM
tal que

Suu™ = 0

Assim,

§ua8"" = (Mo + hya) (™ — ph*") = 5;
— ;7]/[“170(1/ _|_ ﬁn‘u[xhl)ﬂ/ + 170(1/}1’4“ + lBh‘ulxthV — 5;
= 8, + Bipah™ + 1" e + O(1?) = 6,
= Buah™ + 1"y + O(H?) = 0

ao despresarmos termos de segunda ordem da perturbagdo temos,

U“Vhwé — _ﬁﬂwxh’w

multiplicando os dois lados desta equagado por 7y,

Urvﬂavh;wc = _577Tv77yahm/
5?]1],[“ = _ﬁhy"[

hyT - _,Bhyr
=p=-1L (34.6)
Assim,
gt =yt —ht. (34.7)

Escolhendo um sistema de coordenadas em que o tensor energia-momento
de um fluido perfeito tem apenas a componente Ty ndo nula, temos
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34 Equacodes de Campo de Einstein

TOO = pC2
e seu traco
T = —pc?
Assim, a Eq. (34.3) resulta em
1
Roo = E;<pc2 (34.8)

Porém, como

_aMg Al

Rop = R0 = = = =5~ + T%00 o = T70T" 00
) KA. ) KA 2
= — h
oxH 9x0 +O(Ir)
or"
= ax‘j.o + 0K (34.9)

Pois pela condic¢do de condigdo de campo fraco, ndo existe contribuigdo
quando A = 0. Assim,

_ 10 (98w 2
Roo = =354 (g 3/ ) TOW)

=30 dxt Jx O

= V2w + O(?) (34.10)

Com as Egs. (33.4) e (34.8), podemos escrever a Eq. (34.10). Desprezando

os termos de segunda ordem em /,,,, temos que

1 1
—Evzgoo = E;c,oc2

V2 <1 + i—f) = Kpoc*

1
= V2<p = zKpC4
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34 Equacodes de Campo de Einstein

Porém,
V2p = 47tGp
logo,
_ 811G
K= C_4

Finalmente, podemos escrever a Eq. (34.2) como

1 871G
Ryy — §R8yv =4 T

(34.11)

(34.12)

As Egs. (34.12), sdo conhecidas como as Equagdes de campo de Einstein, e
oferecem uma descri¢ao superior dos fendmenos gravitacionais, em relagao

a teoria newtoniana.
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35 Acao de Einstein-Hilbert

Por se tratar de uma teoria classica, é conveniente formular a gravitagdo
de Einstein a partir de uma agdo que resulta nas equagdes de movimento
atragdes da aplicacdo do principio da minima acdo. Tal acdo serd definida
como a soma da agdo do setor gravitacional S, e do setor de matéria Sy,.

O escalar mais simples para definid como densidade de langrangiana
do setor gravitacional é o escalar de Ricci, assim, definimos a agdo de
Einstein-Hilbert como

1 1
S:—/d4 \/—R:—/d4 —qg¢"™R 35.2
87 2K VT8 2Kc YV 88 Ruv (35.2)
Pela forma desta acdo, é conveniente tomar a variacdo em termos da

métrica inversa, pois como ¢" gy, = o, as variacOes desta e da métrica
estdo relacionadas por

0gM = —g"°8" 5800 (35.3)

Assim

6Sg = /d4x ((6+/—88""Ryuv + /—8(68" )Ry + /—388"" (6R,))  (35.4)
Segundo a férmula de Jacobi para matrizes inversiveis
log(det A) = tr(log(A))
1 _ -1
= mé det A =tr(A " 6A)
Para A = gy,

1 v
§5g = §"0guy
= 0g = g8"" g (35.5)
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35 Acdo de Einstein-Hilbert

Onde g é o determinante da métrica. Porém,
—-8) _1-4
S /—o0 ==
¢ 28
Pelas Eqgs. (35.3), (35.5) e (35.6),

(35.6)

o/ —8 = \/—g“” 8w =5 v g’“’égWZ——v gguwog!"’  (35.7)

Assim, podemos escrever a Eq. (35.4) como,

5Sg = /d4JC\/ —g (Ryv — %ngy> 58’41’ + /d4x\/ —ggw5Ryv (358)

Pela definicao do tensor de Ricci

ORyw = oxP  oxV

+ 0T TP g + TA TPy — 0T o TP ) — T4 06TF
(35.9)

Os dois primeiros termos a direita da igualdade sugerem uma subtracdo
de derivadas covariantes, assim

Esta equacdo, facilmente verificavel, é conhecida como a identidade de
Palatini.
Assim,

= /d4x\/ —8Vy (g"PT" yp — g"6TF )
Definindo:

A" = ghPoT"yp — Mol

Portanto,
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35 Acdo de Einstein-Hilbert

/d4x\/—ggVV5RW = /d4x\/—gVVAV

Pelo teorema de Gauss,

4 v o__ 3 n __
/Md x\/—gV, A = /aMd xy/ ||y A" = 0 (35.11)

Pois as varia¢des sdo nulas nas bordas da regido de integragdo. Assim,

1 1

55 = 5 / Ay (RW _ Eng) sgh (35.12)

A variagdo do setor de matéria da agdo é definido de tal forma que

1
65 = — 5 / dx\/—gTog" (35.13)
E portanto,
2

Ty = 0L (35.14)

Rl

Finalmente,

1 1 1
6S = /az‘lxw /—¢ {Z_KC (RW - Eng,) — Z—CTW} 5¢"' =0  (35.15)

Como assumimos que gy, € inversivel, entdo /—¢ # 0. Para a integral
da Eq. (35.15) ser igual a zero, para um g,, qualquer, o termo entre chaves
tem que ser nulo, portanto,

1

Onde « = 87G/c*, para obtermos a expressdo correta no limite newtoniano.

Formular a teoria da relatividade geral a partir de uma ac¢do é muito
conveniente, pois desta forma o processo de modificacdo da teoria se torna
trivial, sendo muito facil vislumbrar as infinitas possibilidades de modifi-
cacdes e rapidamente encontrar as equagdes de campo correspondentes e
suas consequeéncias e previsoes.
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